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RESUMEN

Estas notas son una versiéon ampliada de la conferencia im-
partida por el autor el 30 de abril de 2003, con ocasiéon de la en-
trega del Premio Jévenes Investigadores de la Regién de Murcia
2002. Van dirigidas a una audiencia general, no especializada, y
en particular sin una formacién matematica avanzada. En ellas
se pretende explicar de una manera intuitiva e informal el signi-
ficado geométrico de la curvatura, tomando como nucleo central
de la exposicion el teorema de Aleksandrov, un resultado clésico
de geometria diferencial de superficies.

El autor agradece a los doctores Maria de los Angeles Herndndez Cifre y Pablo Mira Carrillo la
ayuda prestada en la realizacion de las figuras que ilustran estas notas y al doctor Pascual Lucas
Saorin el disefio del formato final del texto. Asi mismo, agradece a los doctores Francisco Candel
Sanchez, Angel Ferrandez Izquierdo y José A. Pastor Gonzalez la ayuda prestada en la revisién de
este trabajo y las sugerencias y correcciones realizadas. En cualquier caso, la versién final del
mismo, con sus posibles errores o incorrecciones, es responsabilidad tnica del autor.
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_1-
AH PERO..., ;EN MATEMATICAS TAMBIEN SE INVESTIGA?

La investigacién en Matematicas es, para desanimo de los que a ella nos
dedicamos, una gran desconocida no sélo por el ptiblico en general sino tam-
bién dentro del dmbito universitario y cientifico en el que llevamos a cabo
nuestro trabajo. Preguntas como ;Qué se puede investigar en un tema en
el que todo estd hecho? o Pero... ;dos y dos no son cuatro? son, por desgra-
cia, de lo mas frecuente cuando manifestamos nuestra condiciéon de nvesti-
gador matematico. La gente entiende que se investigue en Medicina, en Bio-
logia, en Quimica, en Fisica, y en otras areas cientificas en donde queda tanto
por descubrir. Pero... s;qué se puede investigar en un tema muerto como
las Matematicas? Nada mas lejos de la realidad.

Las Matematicas no son en absoluto un tema muerto, sino que estan en
continuo proceso de construccion y desarrollo. Si bien es cierto que la apor-
tacion de las Matematicas a la produccion cientifica total representa una parte
muy pequena (el 1.8% de la produccién mundial, segtin datos de la National
Science Foundation de los Estados Unidos) y que los tultimos descubrimien-
tos matematicos rara vez son objeto de atencién por parte de la prensa no es-
pecializada, no por ello la investigacién matematica debe ser menospreciada
o subestimada.

No en vano, muchos de los avances tecnolégicos mas recientes no habrian
sido posibles sin su correspondiente fundamentacién matematica tedrica y,
aunque muchas veces no seamos conscientes de ello, las matematicas estan
casi permanentemente presentes en nuestra vida cotidiana (cuando vemos
la television o hablamos por teléfono, cuando utilizamos el ordenador o el
microondas, etc.).

En particular, durante el siglo XX las Matemaéticas han experimentado a
nivel mundial un desarrollo excepcional y se han abierto nuevos horizontes
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hasta hace poco inimaginables. Por suerte, este desarrollo extraordinario de
las Matematicas también se ha dejado sentir en nuestro pais, muy especial-
mente en los ultimos 20 6 25 anos. A este respecto, merece la pena consul-
tarse el informe titulado La inwvestigacion matemdtica en Esparia en el pe-
riodo 1990-1999, elaborado por el Comité Espanol para el Afio Mundial de
las Matematicas (CEAMM2000) y editado conjuntamente por la Real Socie-
dad Matematica Espaiola, la Societat Catalana de Matematiques, la Socie-
dad de Estadistica e Investigacién Operativa, y la Sociedad Espafiola de
Matematica Aplicada, con el patrocinio de la Fundacién Espafola para la
Ciencia y la Tecnologia, con ocasion de la celebracién del afio mundial de las
Matematicas.

En dicho informe se puede comprobar, entre otras cosas, como la investi-
gacién matematica espafiola ha experimentado un crecimiento extraordina-
rio en los ultimos afos, tanto en cantidad como en calidad e impacto. Dicho
crecimiento ha ocasionado que la aportacién matematica espafiola a la pro-
duccién cientifica recogida por el Institute for Scientific Information (ISI)
haya pasado de representar el 1.7% de la produccién mundial en 1990 al
4.18% en 2001, casi el doble que la media de las diferentes disciplinas cienti-
ficas espafolas, situando a las Matemaéticas en el tercer lugar en cuanto a lo
que supone su aportacién dentro de la producciéon mundial, por detras de la
Astrofisica y de las Ciencias Agrarias.

La Comunidad Auténoma de la Regién de Murcia no ha sido ajena a dicho
crecimiento, siendo una de las comunidades con mayor crecimiento en su
produccién matematica. Esto ha quedado también manifiesto en el informe 20
anos de ciencia en la Region de Murcia. Andlisis bibliométrico, reciente-
mente publicado por la Academia de Ciencias de la Regién de Murcia, en
donde se constata el buen estado de la investigaciéon matematica en nuestra
comunidad.

En definitiva, y antes de entrar de lleno en el objeto fundamental de estas
notas, nos gustaria desde aqui reclamar el reconocimiento publico a la situa-
cién actual de la investigacion matematica en Espana. Una investigacion a
menudo olvidada en los medios publicos y a la que, en Espafia, se destina una
cantidad muy limitada de recursos, a pesar del excelente nivel investigador
de nuestra comunidad matematica. La designacién de Madrid como sede del
proximo Congreso Internacional de Matematicos del afio 2006 no es desde
luego nada casual y, a mi entender, debe considerarse como un reconoci-
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miento de la comunidad matematica internacional al estado de la investiga-
cién matemadtica en nuestro pais'.

Confiamos en que todo esto contribuya también a que la sociedad espaiio-
la en general empiece a reconocer y valorar el nivel de las Matematicas en Es-
pafia. Aunque parezca una utopia, no descarto que llegue alguna vez el dia en
que, cuando alguien nos pregunte a qué nos dedicamos los matematicos, no
tengamos que escuchar la dichosa frasecita de Ah pero..., sen Matemdticas
también se investiga?

1 El Congreso Internacional de Matemaéticos (International Congress of Mathematicians,
ICM) es el mds importante acontecimiento matematico que se celebra a nivel mundial. Este con-
greso, promovido por la International Mathematical Union se celebré por primera vez en 1897
en Zirich y a continuacién en Paris en 1900. Desde entonces se ha venido celebrando ininterrum-
pidamente cada cuatro afnos en diferentes ciudades de todo el mundo, con excepcién de los afnos
1916, 1940 y 1946, por causa de las dos guerras mundiales. Fue precisamente en el ICM de Paris
de 1900 donde David Hilbert presento sus famosos 23 problemas. En el ICM de Toronto de 1924 se
acord6 instaurar el famoso premio matematico conocido como la Medalla Fields, equivalente en
cierto sentido al Premio Nobel, y que se otorga desde el ICM de Oslo del aiio 1936 en el correspon-
diente ICM cada cuatro afos.
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_9_
UN RESULTADO CLASICO: EL TEOREMA DE ALEKSANDROV

El teorema de Aleksandrov sobre superficies de curvatura media constan-
te constituye, sin lugar a dudas, uno de los resultados méas bonitos y, a su vez,
profundos de la teoria global de superficies en el espacio euclideo. Este teo-
rema, que fue demostrado en 1958 por el matematico y geémetra ruso Alek-
sandr D. Aleksandrov (1912-1999), establece que las vinicas superficies ce-
rradas y embebidas con curvatura media constante en el espacio
euclideo son las esferas redondas.

;Qué quiere decir exactamente semejante afirmacion? Para un matema-
tico con una formaciéon elemental en geometria diferencial no deberia ser
muy complicado comprender el significado del enunciado que acabamos de
exponer. De hecho, sin demasiado esfuerzo adicional, el teorema de Aleksan-
drov se puede ya incluir sin ningtin problema entre los contenidos basicos de
un primer curso de geometria diferencial de curvas y superficies, como el que
habitualmente se ensefa en el tercer curso de las licenciaturas en Matemati-
cas de la universidad espanola. Sin embargo, entendemos que para un profa-
no (en el mejor de los sentidos) de las matematicas, e incluso para algun afi-
cionado a las matematicas con no demasiada formacién en geometria
diferencial, el enunciado del teorema de Aleksandrov se parece mas a un je-
roglifico indescifrable cargado de galimatias que a un resultado bonito y pro-
fundo que pueda despertar el mas minimo interés de nadie.

Bien es cierto que nosotros, los matematicos, tenemos nuestro propio
concepto de belleza matematica y que muchas veces ésta queda escondida
detras de la complicada terminologia y del rigido formalismo matemaético,
pero tenemos que reconocer que en el enunciado que acabamos de exponer
del teorema de Aleksandrov aparecen ciertos vocablos que, cuanto menos,
necesitan de una minima explicaciéon para comprender exactamente qué es
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lo que el teorema nos esta diciendo. Expresiones como superficie cerrada
y embebida o curvatura media constante no forman parte del habla coti-
diana del comtn de los mortales, por lo que no debemos extrafiarnos que se-
mejante enunciado no despierte demasiada emocién en una gran mayoria de
la audiencia.

Nuestro objetivo fundamental en esta leccién es tratar de explicar el sig-
nificado y la profundidad del teorema de Aleksandrov, tratando de hacer éste
comprensible, incluso para aquellos que hace ya muchos afios abandonaron
sus estudios de matematicas, partiendo de la base de que todos tenemos una
cierta intuicién geométrica, a veces latente pero siempre viva. Nuestro traba-
jo se verad recompensado con creces si, al finalizar la lectura de estas notas,
usted, amable lector e improvisado alumno, es capaz de comprender el alcan-
ce de dicho resultado con la misma familiaridad con la que, probablemente,
comprende y aprecia el célebre y popular teorema de Pitdgoras. Asi mismo,
nos sentiremos sumamente complacidos si, al tiempo, conseguimos transmi-
tir nuestra pasién por la investigaciéon matematica, esa pequefia cenicienta y,
por desgracia, hermana pobre de la investigacion cientifica, a la que nos de-
bemos en cuerpo y alma y que, muy de vez en cuando, nos proporciona mo-
mentos de inmensa alegria.
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-3
.QUE ES UNA SUPERFICIE?

La primera pregunta que nos asalta ante el enunciado del teorema de Alek-
sandrov es ;Qué es una superficie? Intuitivamente, todos tenemos una idea
natural de lo que es una superficie. Desde el punto de vista matematico, y en
el contexto que nos ocupa, por superficie entendemos una porcién (o subcon-
junto) de naturaleza bidimensional dentro del espacio ambiente en el que vi-
vimos. Tratemos de aclarar un poco maés este concepto. El espacio ambiente
en que vivimos, al que solemos llamar espacio euclideo, tiene naturaleza tri-
dimensional (como nosotros mismos) y en €l distinguimos tres dimensiones:
alto, largo y ancho. Ahora bien, dentro de ese mundo tridimensional tiene sen-
tido considerar otros objetos geométricos de dimensiones inferiores. E1 mas
sencillo es lo que los matematicos habitualmente llamamos curva. Intuitiva-
mente, una curva es un camino en el espacio, semejante al vuelo de una
mosca. Un curva tiene naturaleza unidimensional porque a lo largo de ella
s6lo nos podemos desplazar en una direccion, que es precisamente la marca-
da por la curva. Las curvas sirven, por ejemplo, para modelar la trayectoria de
un movil que se mueva libremente en el espacio. Desde luego, el ejemplo mas
sencillo de curva lo constituye la linea recta, de igual manera que el camino
mas sencillo que puede describir un moévil es la trayectoria rectilinea.

Asi mismo, tiene sentido considerar objetos geométricos bidimensiona-
les, a los que llamamos superficies, es decir, porciones del espacio tridimen-
sional (subconjuntos) que tienen naturaleza bidimensional. Una superficie
tiene naturaleza bidimensional porque a lo largo de ella s6lo nos podemos
desplazar en dos dimensiones, ya que el desplazamiento sobre la superficie
esta restringido a caminos contenidos en ella misma. Para un supuesto indi-
viduo bidimensional que viviera dentro de una superficie no tendria sentido
la tercera dimension, ya que su mundo estd limitado a la superficie en la que
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vive, de manera que no podria mirar hacia arriba, ya que eso supondria un
movimiento en una tercera dimensién de la que carece. Para dicho individuo
bidimensional, la tercera dimensién sonaria a ciencia ficcion, igual que a no-
sotros, individuos tridimensionales, nos lo parece la cuarta dimension.
Asi, el ejemplo mas sencillo de superficie que se nos puede ocurrir es
la superficie llana de una mesa, lo que los matematicos llamamos el plano (Fi-
gura 1). Otros ejemplos de superficies que habitualmente nos encontramos en
la vida cotidiana son la superficie de un balén de futbol, a la que llamamos es-
fera (Figura 2) o la superficie de un melén, es decir, el elipsoide (Figura 3).

Figura 1. La superficie de una mesa: plano.

Figura 3. La superficie de un melén: elipsoide.
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Sefnalemos aqui que no se tiene que confundir la superficie en si, bidimen-
sional, con el volumen tridimensional que encierra. Asi, por ejemplo, en el
lenguaje cotidiano es muy comun confundir la esfera (superficie bidimensio-
nal) con la bola (volumen tridimensional encerrado por la esfera). Otros
ejemplos mas sofisticados de superficies son la superficie de un donuts, a la
que en términos matematicos llamamos toro (Figura 4), la superficie de un
bote (sin tapas), esto es, el cilindro (Figura 5), la superficie de un vaso de
Biomandn, es decir, el hiperboloide (Figura 6), etc...

=
=
]

\\\}

e Biomandn: hiperboloide.

[}
o

Figura 6. La superficie de un vas
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—4 -
JQUE ES LA CURVATURA?

Otro término clave en el enunciado del teorema de Aleksandrov es el de
curvatura. La palabra curvatura es fundamental en geometria diferencial,
hasta el punto de que no seria demasiado desacertado definir la geometria di-
ferencial como la geometria de la curvatura. En palabras del célebre gedéme-
tra francés Marcel Berger, “la curvatura es el invariante riemanniono
numero 1 y el mds natural. Gauss y Riemann lo vieron al instante”.

Comenzando con el caso mas sencillo de curvas, de un modo mas o menos
informal e intuitivo, todos tenemos una idea de lo que es la curvatura de una
curva y de que algo sea mas o menos curvo. Sin embargo, la descripcién ma-
tematica precisa del concepto de curvatura no es en absoluto nada inmedia-
to y necesité de diferentes aproximaciones hasta llegar al concepto actual de
curvatura. El primer intento serio de definir matematicamente la curvatura
de una curva aparece en 1684, en la obra Meditatio nova de natura angu-
li contactus et oscult del aleman Gottfried Leibniz (1646-1716), uno de los
inventores del cédlculo®. Pero fue realmente el matematico suizo Leonhard

2 Por céalculo entendemos el calculo diferencial e integral. Con respecto a la invencioén del cal-
culo, tradicionalmente ha habido una disputa entre ingleses y alemanes sobre quién fue realmente
el inventor del mismo. Los ingleses defienden que fue Sir Isaac Newton (1643-1727) con su méto-
do de las fluxiones, mientras que los alemanes defienden que fue su compatriota Leibniz. Parte de
esta disputa se debe a que Newton escribié su Methodis serierum et fluxionum en 1671 pero no
lleg6 a publicarlo, y no fue hasta 1736, después de su muerte, cuando se publicé una traduccion al
inglés de su trabajo. Entre tanto, Leibniz, independientemente y sin conocer el trabajo de Newton,
desarroll6 su aproximacién alternativa. Por ejemplo, fue Leibniz, en un manuscrito de 1675, el que
utilizé por primera vez la notacion [ f(x)dx, hoy conocida por todos nuestros estudiantes de bachi-
llerato. Hoy en dia, no queda ninguna duda de que ambos autores contribuyeron de manera inde-
pendiente y simultdnea a la creacion de esta disciplina, con lo que su autoria se considera compar-
tida por ambos.
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Euler (1707-1783) quien inici6 el estudio sistematico de la geometria intrin-
seca de las curvas, introduciendo los conceptos de longitud y curvatura.

Desde luego, segiin nuestra experiencia una linea recta no tiene curvatu-
ra alguna (su curvatura debe ser cero), puesto que no se dobla en absoluto,
mientras que una circunferencia se dobla lo mismo en todos sus puntos (su
curvatura debe ser la misma en todos sus puntos). Ademas, circunferencias
de radio pequeno son circunferencias muy curvadas y conforme aumenta el
radio 7, disminuye la curvatura de la circunferencia, llegando entonces a la
recta como caso extremo de una circunferencia de radio infinito (= 00). Asf,
la curvatura de una circunferencia de radio 7 es precisamente el cociente

1
== {curvatura = —
r radio

y la curvatura de una recta es

La idea intuitiva de Leibniz para introducir el concepto de curvatura de
una curva esta basada precisamente en este comportamiento de la curvatura
de una circunferencia frente a su radio, en un intento por buscar una defini-
cién de curvatura que refleje tal comportamiento. Su aproximacién hace uso
de la llamada circunferencia osculatriz de una curva en un punto (del latin
osculari, besar), que es la circunferencia que mejor se adapta a la curva en
dicho punto (es decir, la circunferencia que besa a la curva en dicho punto).

Para describir brevemente el enfoque de Leibniz, consideremos que par-
timos de una curva plana, es decir, una curva contenida en un plano del es-
pacio®. Asi mismo, consideremos que nuestra curva es suficientemente suave
como para que en cada punto de ella tengamos una recta tangente a la curva?,

3 Frente a las curvas planas, tenemos lo que se llaman curvas alabeadas que son curvas del
espacio que no estan contenidas dentro de un plano. Tales curvas son de alguna manera mds cur-
vadas que las curvas planas, en el sentido de que no se pueden meter en un plano. Para estas cur-
vas, ademas de la curvatura se define otro concepto geométrico, la torsion, que mide precisamen-
te lo alabeada que es la curva. En este sentido, una curva plana serfa una curva sin torsion.

4 Esto es lo que los matemadticos llamamos una curva diferenciable.
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es decir, una recta que roza tangencialmente a la curva en dicho punto. La
recta tangente es la recta que mejor se aproxima a la curva cerca del punto.
Por geometria elemental, todos sabemos que por tres puntos no alineados del
plano pasa una unica circunferencia (en el caso de tres puntos alineados,
también podriamos hacer esta afirmaciéon permitiendo circunferencias de
radio infinito, esto es, rectas). Por tanto, tres puntos P, @ y R no alineados de
una curva plana determinan una circunferencia (Figura 7). Si fijamos el
punto P de la curva y hacemos que los puntos @ y R se aproximen cada vez
mas al punto P, entonces las circunferencias determinadas por estos tres
puntos convergen a una circunferencia tangente a la curva en P, que es la
llamada circunferencia osculatriz de la curva en el punto P (Figura 8).

Figura 7. Tres puntos P, @ y R no alineados de una
curva plana determinan una circunferencia.

Figura 8. Circunferencia osculatriz.

Definimos entonces la curvatura de la curva en el punto P como el inver-
so del radio de su circunferencia osculatriz,
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siendo 7(P) el radio de la circunferencia osculatriz en el punto P. Este radio
se llama precisamente el radio de curvatura de la curva en P.

Pasemos a continuacion a conocer brevemente la aproximacion de Euler.
Para ello, consideremos de nuevo una curva plana con recta tangente en cada
uno de sus puntos. Consideremos, asi mismo, una recta exterior fija, que sera
nuestra recta de referencia. Entonces, Euler introduce la curvatura de una
curva en un punto de ella como la velocidad de variacion del angulo que
forma la recta tangente a la curva en dicho punto con la recta de referencia.
Es decir, para cada punto P de la curva, consideremos 6(P) el angulo que
forma la recta tangente a la curva en P con la recta de referencia (Figura 9).
Dados dos puntos Py @ de la curva, representemos por A6(E, Q) la diferen-
cia entre ambos angulos (Figura 10).

AB(P.Q) = 6(Q) — 6(P).

e TG

!

recta do
referencia

Figura 9. Angulo de la recta tangente a la curva en P con la recta de referencia.

/

roita de
referencia

Figura 10. Diferencia entre angulos.
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Entonces, la curvatura de la curva en P viene dada por

L MPQ)
AP = TR 4N TP

donde ¢ (P.Q) mide la longitud de la curva entre los puntos Py @, es decir,
la distancia entre Py @ a lo largo de la curva®.

No es dificil ver que esta otra definicién de curvatura coincide con la an-
terior. De hecho, con esta definicion, es facil comprobar que una linea recta
tiene curvatura cero en todos sus puntos, mientras que una circunferencia de
radio 7 tiene la misma curvatura en todos sus puntos, y viene dada por el in-
verso de su radio, es decir,

para todo punto P de una circunferencia de radio 7.

Existe ain una tercera aproximaciéon al concepto de curvatura para una
curva plana que estd basada en la variacion de un sistema de referencia pri-
vilegiado (el llamado diedro de Frenet) a lo largo de la curva. Si bien no
vamos a entrar aqui en mas detalles al respecto, sirva este comentario al
menos para hacernos reflexionar sobre lo complicado que puede llegar a ser
formalizar matematicamente conceptos como la curvatura, que nos parecen
claros e intuitivos desde un punto de vista informal e impreciso.

5 Para la audiencia general, prometo no incluir en estas notas muchas mas férmulas matema-
ticas de este calibre. No obstante, el lector con conocimientos basicos de calculo sabra reconocer
en esta expresién la derivada (o velocidad de variacién) del angulo 6.
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55—
LA CURVATURA DE UNA SUPERFICIE

Una vez que hemos introducido el concepto de curvatura para una curva
plana, pasemos a ver qué se entiende por la curvatura de una superficie.
Como ya hemos dicho anteriormente, una superficie es un objeto geométrico
de naturaleza bidimensional. Andlogamente al caso de curvas, las superficies
que vamos a considerar aqui son suficientemente suaves como para que en
cada punto de ellas podamos hablar del plano tangente a la superficie en
dicho punto®. El plano tangente a una superficie en un punto de ella es el
plano que roza tangencialmente a la superficie en dicho punto y el que mejor
se aproxima a la superficie cerca de ese punto. Esto nos permite distinguir,
en cada punto P de una superficie, dos tipos de direcciones: las direcciones
tangentes y la direcciéon normal a la superficie en el punto P. Las direcciones
tangentes a la superficie en el punto P son aquellas direcciones que se alcan-
zan a través de curvas (en general alabeadas) contenidas en la propia super-
ficie y que pasan por el punto P. Estas direcciones constituyen precisamen-
te las del plano tangente a la superficie en dicho punto (Figura 11).

Figura 11. Direcciones tangentes: el plano tangente.

6 Esto es lo que llamamos superficies diferenciables. Son superficies sin picos ni aristas.
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Por contra, la direcciéon normal en el punto P es la direccién perpendicu-
lar (complementaria) a dicho plano, y corresponde a la direccién de las cur-
vas que cortan perpendicularmente a la superficie en el punto (Figura 12).
Como vamos a ver a continuacion, el hecho de que en cada punto de una su-
perficie podamos considerar su plano tangente, con sus correspondientes di-
recciones tangentes y normal, va a ser clave para introducir el concepto de
curvatura de una superficie.

Figura 12. Direccién normal.

Fue Euler quien establecié en 1760 los fundamentos de la geometria de
superficies, en su obra titulada Recherches sur la courbuture des surfaces
y a él debemos la primera aproximaciéon al concepto de curvatura de una
superficie.

La idea bésica de Euler fue reducir el estudio de la curvatura de una su-
perficie en un punto P al estudio de la curvatura en dicho punto de las cur-
vas que se obtienen al cortar transversalmente la superficie por planos per-
pendiculares a la superficie en el punto P, como a continuaciéon vamos a ver.
Fijemos una direccién ¥ tangente a la superficie en el punto P y considere-
mos [1z el plano que pasa por P, es perpendicular a la superficie en Py con-
tiene a la direccién tangente ¢'. El plano [lz corta a la superficie a lo largo
de una curva plana en la direccién de ©. Esto es lo que llamamos la seccion
normal de la superficie determinada por la direccién v (Figura 13). Eviden-
temente, si fijamos ahora otra direccién tangente distinta i, el plano Iz
varia, asi como la seccién normal determinada por la nueva direccién tangen-
te 2. De hecho, la familia de planos perpendiculares a la superficie en el
punto P constituye un haz de planos que pasan por Py contienen a la direc-
cién normal y, en principio, cada uno de los planos de este haz determina una
seccién normal diferente (Figura 14).
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H h

Figura 14. Haz de planos perpendiculares y secciones
normales de una superficie arbitraria.

No obstante, existen casos extremos, como el caso en que la superficie de
partida sea un plano o una esfera. En efecto, si la superficie de partida es un
plano, entonces las secciones normales, independientemente del punto ele-
gido y de la direccién tangente elegida, son siempre lineas rectas y, por lo
tanto, tienen todas ellas curvatura cero (Figura 15). Igualmente, si la super-
ficie es una esfera de radio 7, entonces, independientemente del punto y di-
reccion tangente elegidos, las secciones normales son ahora siempre circun-
ferencias del mismo radio 7, y todas ellas tienen la misma curvatura 1/r
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Figura 15. Secciones normales de un plano.

(Figura 16). Sin embargo, esto no es lo habitual. Lo comtn es que las seccio-
nes normales a la superficie varien, tanto cuando cambiamos el punto P ele-
gido como cuando cambiamos, fijado el punto, la direccién tangente. De esta
manera, fijado el punto P generamos una familia de curvas planas, las seccio-
nes normales, que dependen de la direccién tangente elegida . Podemos en-
tonces definir la curvatura normal de la superficie en el punto P y en la di-
reccién de ¥ como la curvatura de la correspondiente seccién normal.

Figura 16. Secciones normales de una esfera.

Ocurre entonces que, fijado el punto P de la superficie, existen dos direc-
ciones tangentes privilegiadas, que son precisamente aquellas direcciones en
las que la curvatura normal alcanza sus valores minimo y maximo. Estas dos
direcciones privilegiadas tangentes a la superficie en el punto P, que son per-
pendiculares entre si, se llaman las direcciones principales de la superficie
en el punto P, y los correspondientes valores de la curvatura normal en di-
chas direcciones son las curvaturas principales de la superficie en dicho
punto,
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#,(P) = valor minimo de la curvatura normal,
#,(P) = valor méaximo de la curvatura normal.

En el caso del plano y de la esfera, ambos valores coinciden, ya que, como
hemos visto, la curvatura normal de un plano es siempre cero y la curvatura
normal de una esfera de radio 7 es siempre 1/7, independientemente de la di-
reccion tangente elegida, por lo que se tiene

#0,P) = £,(P) = 0
en el plano y

1
t,(P) = £,(P) =—
”

en la esfera. En particular, cualquier direccién tangente en el plano o en la
esfera es una direcciéon principal, pero esto no es lo habitual.

Por ejemplo, si la superficie considerada es un cilindro de radio #, como el
de la figura 5, entonces la direccién correspondiente a la de minima curvatu-
ra es la del eje de cilindro, cuya seccién normal es una recta y por tanto su
curvatura normal es

#,(P) = 0 = valor minimo de la curvatura normal.

Por su parte, la direccion correspondiente a la de maxima curvatura es la de
la circunferencia del cilindro, perpendicular a su eje, con curvatura normal
dada por

1
#,(P) = — = valor maximo de la curvatura normal
7

(Figura 17). Cualquier otra seccién normal del cilindro es una elipse (Figura
18), con curvatura comprendida entre 0 (minimo) y 1/7 (maximo).

En general, se dice que un punto P de una superficie es un punto wmbi-
lical cuando las dos curvaturas principales de la superficie en dicho punto
coinciden,

t,(P) = k,(P).
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Figura 17. Direcciones principales de un cilindro.

Figura 18. Seccién normal de un cilindro.

Por lo tanto, en un punto umbilical la superficie se dobla igual en todas las
direcciones tangentes, ya que la curvatura normal de la superficie en dicho
punto es la misma en todas sus direcciones tangentes. Por ejemplo, como
hemos visto anteriormente, todos los puntos de un plano son puntos umbili-
cales, con la misma curvatura normal cero. Del mismo modo, todos los puntos
un esfera de radio » son puntos umbilicales, con la misma curvatura normal
1/r. Esta propiedad caracteriza a ambas superficies, en el sentido de que las
unicas superficies que tienen todos sus puntos umbilicales son los planos
y las esferas. Por su parte, el cilindro no tiene ningin punto umbilical.

A partir de las curvaturas principales de la superficie en un punto P, po-
demos definir dos nuevas magnitudes, su suma

ki, (P) + ky(P)
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y su producto
#,(P) x 1, (P).

La primera (dividida por 2) da lugar a la llamada curvatura media de la
superficie en el punto P,

H(P) _ h'(P) +‘L€2(P)
2
que no es mas que la media aritmética de las curvaturas principales, mientras
que el producto da lugar a la llamada curvatura de Gauss de la superficie
en P,
K(P)= x,(P) X x,(P)

en honor al insigne matematico aleman Carl Friedrich Gauss (1777-1855),
uno de los padres de la geometria diferencial. Precisamente a Gauss le debe-
mos una segunda aproximacién a la idea de curvatura, con un bonito conte-
nido geométrico, que describiremos mas adelante.

Estas dos magnitudes, la curvatura media y la curvatura de Gauss, son las
dos curvaturas fundamentales de una superficie y son radicalmente distintas.
En efecto, la curvatura media es una cantidad geométrica extrinseca, en el
sentido de que su valor depende de cémo la superficie esté metida en el es-
pacto tridimensional. Dicho de otra forma, una misma superficie puede me-
terse en el espacio euclideo de diferentes maneras y con distintos valores
para su curvatura media’. E1 hecho de que la curvatura media sea algo extrin-
seco implica también que no podria ser percibida por los supuestos habitan-
tes bidimensionales que vivieran sobre la superficie. En contraste, la curva-
tura de Gauss es una cantidad geométrica intrinseca, es decir, no depende
de cémo la superficie esté metida en el espacio euclideo, sino que tnicamen-
te depende de la geometria propia de la superficie. Este resultado, conocido

7 Para justificar esta afirmacion deberfamos precisar qué entendemos por meter una misma
superficie de diferentes maneras, y esto no es facil. No obstante, para tener una idea de ello, se-
nalemos que el plano y el cilindro (como los entendemos intuitivamente y como los hemos mostra-
do en las figuras 1 y 5), se corresponden con dos maneras diferentes de meter una misma superfi-
cie (el plano) en el espacio con distintos valores para su curvatura media.
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en la literatura como el Theorema Egregium de Gauss, resulta muy sorpren-
dente, ya que el proceso por el que hemos llegado a la curvatura de Gauss, a
través de las secciones normales, de las curvaturas normales y de las curva-
turas principales, es puramente extrinseco: depende esencialmente de que
nuestra superficie vive en un mundo euclideo tridimensional desde donde la
podemos contemplar y observar cémo se curva. Sin embargo, el Theorema
Egregium de Gauss nos garantiza que, a pesar de ello, la curvatura de Gauss
es intrinseca, de manera que un supuesto habitante bidimensional de nues-
tra superficie podria conocer el valor de dicha curvatura sin necesidad de
salir de su mundo bidimensional.

Como hemos indicado anteriormente, tenemos una segunda aproximacion
alaidea de la curvatura de Gauss que se debe al mismo Gauss y que aparecié
publicada en su trabajo Disquisitiones generales civca superficies curva,
(1828), considerado el trabajo fundacional de la geometria diferencial clésica,
y en donde aparece también su ya nombrado Theorema Egregium. Esta otra
aproximacion estd basada en el concepto de drea de una superficie, algo claro
e intuitivo en el que no nos vamos a detener, y en el de su 1magen esférica.
La imagen esférica de una superficie se describe matematicamente a través de
la llamada aplicacion de Gauss y es una medida de la variacién de la direc-
cién normal a lo largo de la superficie. De alguna manera, la imagen esférica
de una superficie arbitraria es una porcién de una esfera de radio unidad que
es tan grande cuanto mas se curva la superficie. De hecho, dado un punto P
de una superficie, consideremos la direcciéon normal a la superficie en dicho
punto. Esta direccion viene determinada por su vector director N(P), que es
un vector de longitud unidad en la direccién normal. Dicho vector N(P), tras-
ladado al origen, puede pensarse como un punto en la esfera de radio unidad.
La aplicacién de Gauss es entonces la aplicacién que asocia a cada punto P de
la superficie su correspondiente punto N(P) en la esfera unidad (Figura 19).
Intuitivamente, la forma de la superficie viene determinada por la manera
como varia el plano tangente a la superficie en cada punto o, equivalentemen-
te, por la manera como varia su direccion normal. De ahi el interés de la apli-
cacion de Gauss. Asi por ejemplo, la imagen esférica de un plano se reduce a
un punto de la esfera unidad, la de un cilindro es todo un ecuador de la esfe-
ra, y la de un esfera es toda la esfera unidad.

La manera en que Gauss introdujo la curvatura de la superficie es la si-
guiente. Fijado un punto P de la superficie, consideremos un trocito de su-
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Figura 19. La aplicacién de Gauss.

perficie {4 (P) que contenga al punto P en su interior y consideremos tam-
bién el trocito de esfera unidad determinado por las direcciones normales en
cada uno de los puntos de If (P), es decir, su correspondiente imagen esfé-
rica, N({4 (P)) (Figura 20). En esta situacion, podemos considerar el drea del
trocito de superficie (£ (P) y el area de N(U{ (P)), siendo esta tltima el area
de un trocito de esfera unidad (area esférica). Gauss definié entonces la cur-
vatura de la superficie en dicho punto como el lémite del cociente entre
ambas dreas, cuando el trocito de superficie considerado ¢4 (P) se va hacien-
do cada vez mas pequenio alrededor del punto P, es decir,

Area esférica de N(U(P))
im - :
UP)—F Area de U(P)

Se puede comprobar entonces que el valor de este limite es exactamente
el de la curvatura de Gauss antes descrita, salvo el signo.

NP

\ [P

\

Figura 20. La imagen esférica.

Precisamente, y para terminar, sefialemos que el signo de la curvatura de
Gauss en un punto P tiene un claro significado geométrico y proporciona in-
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formacién sobre la posicién relativa de la superficie con respecto a su plano
tangente cerca del punto. En concreto, en los puntos donde la curvatura de
Gauss es positiva, K(P) > 0, resulta que la superficie, cerca de P, se encuen-
tra contenida en uno de los lados determinados por su plano tangente en
dicho punto. Tales puntos se llaman puntos elipticos (Figura 21). Por el con-
trario, en los puntos donde la curvatura de Gauss es negativa, K(P) < 0, se
tiene que la superficie cruza el plano tangente, ya que siempre tiene algin
trozo cerca de P a ambos lados del plano tangente. Estos puntos se llaman
puntos hiperbdlicos o puntos de silla, porque la superficie, cerca de ellos,
se parece a una silla de montar (Figura 22). Por desgracia, en los puntos
donde la curvatura de Gauss se anula, K(P) = 0, los llamados puntos para-
bolicos, no podemos decir a priori nada sobre esta posicion relativa.

Figura 21. Punto eliptico.

Figura 22. Punto hiperbélico.
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—6-
SUPERFICIES DE CURVATURA MEDIA CONSTANTE

Volviendo al enunciado del teorema de Aleksandrov, pasemos a continua-
cion a analizar la expresion curvatura media constante. Decir que una su-
perficie tiene curvatura media constante es simplemente decir que el valor
de su curvatura media en cada punto, H(P), es el mismo en todos ellos, con
independencia del punto elegido P. Esto ocurre por ejemplo en el caso en
que la superficie considerada sea un plano. En efecto, en tal caso sabemos
que las curvaturas principales son cero en todos sus puntos, de manera que
en todo punto P de un plano se tiene

Es decir, el valor de la curvatura media de un plano es siempre cero. Por
otra parte, si la superficie considerada es una esfera de radio 7, entonces sa-
bemos que las curvaturas principales también coinciden en todos sus puntos
y su valor es justamente el de la curvatura de una circunferencia del mismo
radio 7, de manera que en todo punto P de dicha esfera tenemos que

k1{P) = ka(P) = } y H(P)= w _ ,l

Por lo tanto, la esfera de radio » también tiene curvatura media constan-
te, y distinta de cero, en todo punto. Finalmente, otro ejemplo sencillo de su-
perficie con curvatura media constante es el cilindro. De hecho, ya hemos
visto como en cada punto de un cilindro de radio » sus curvaturas principa-
les viene dadas por
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1
#1(P) =0 y ralP) = ;7

por lo que su curvatura media es

0+1/r 1
HP) = =5 =5

Las superficies de curvatura media constante aparecen en la naturaleza
como superficies cuya forma es éptima en algun sentido. Asi, por ejemplo,
las superficies de curvatura media cero (como es el caso del plano) las po-
demos observar en las peliculas de jabén. Si sumergimos una estructura de
alambre en una solucién jabonosa, entonces la pelicula de jabén que se
forma adquiere la forma 6ptima de una superficie de curvatura media cero
en todos sus puntos. Esto se debe a que la pelicula de jabén adopta la forma
de la superficie de minima area de entre todas las superficies bordeadas por
dicha estructura de alambre. Del mismo modo, las pompas de jabén adquie-
ren la forma 6ptima para la cual, siendo el volumen encerrado por la pompa
una cantidad fija, el area de la superficie de la pompa sea la menor posible.
Desde el punto de vista matemaético, esto se traduce en que las pompas de
jaboén son superficies de curvatura media constante. La justificacion fisica de
este fenémeno esta en la ecuacion de Laplace-Young, en honor del mate-
matico francés Pierre Simon Laplace (1749-1827) y del fisico inglés Thomas
Young (1773-1829), la cual establece que la diferencia de presién entre
ambos lados de una pelicula o de una pompa de jabén viene dada por el pro-
ducto de la tensiéon superficial y la curvatura media de la superficie que se
forma.

Por este motivo, las superficies de curvatura media constante estan estre-
chamente relacionadas con uno de los problemas mas antiguos de la geome-
tria, el llamado problema isoperimétrico (1sos = igual, perimetro =longitud
del contorno). Por simplicidad, analicemos dicho problema en su versién mas
sencilla, es decir, para el caso de curvas planas. En este caso, el problema con-
siste en determinar, de entre todas las curvas planas cerradas de longitud fija,
cual es aquella que encierra mayor area. Equivalentemente, de entre todas las
curvas planas cerradas que encierran un area fija, encontrar aquella que tiene
menor longitud. Como la intuicién a todos nos sefala, la solucién de este pro-
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blema. es la circunferencia®. Este problema se conoce también como el pro-
blema de la reina Dido, por su relacion con una historia sobre la reina Dido,
fundadora de Cartago, que se nos relata en La Eneida de Virgilio®.

Los griegos ya conocian el problema isoperimétrico e intuian, como cual-
quiera, que la solucién debia ser la circunferencia. De hecho, la primera de-
mostracion de la propiedad isoperimétrica de la circunferencia se debe al ma-
tematico griego Zenodoro (200-140 A.C.) y se encuentra recogida en el
comentario de Teon de Alejandria al Almagesto de Ptolomeo, asi como en las
obras completas de Papus. Sin embargo, la demostracién de Zenodoro tenia
un error y el problema, aparentemente sencillo, se mantuvo sin solucionar
hasta la segunda mitad del siglo XIX, cuando el matemaético aleman Karl
Weierstrass (1815-1897) proporcioné una demostracién completa en sus cla-
ses de la Universidad de Berlin'°.

La propiedad isoperimétrica de la circunferencia se encuentra contenida
en la llamada desigualdad isoperimétrica, que proporciona una desigual-
dad 6ptima entre la longitud de una curva plana cerrada y el area del domi-
nio plano encerrado por ella (Figura 23).

8 En su version bidimensional, para superficies del espacio, el problema isoperimétrico consis-
te en determinar, de entre todas las superficies que encierran un volumen fijo, cudl es la que tiene
menor drea. De nuevo, la intuicién nos dice que la solucién debe ser la esfera.

9 Dido fue una princesa fenicia de la ciudad de Tiro que tuvo que huir cuando su hermano, el
rey Pigmalion, asesiné a su marido para usurpar sus posesiones y tomar el poder. Dido huy6 de Tiro
en barco, acompanada por algunos de sus leales de las mejores familias, hasta llegar a las costas de
Africa, donde intent6é comprar algo de terreno al jefe indigena para que ella y su gente pudieran
asentarse y establecerse de nuevo. Después de algunas negociaciones, cerraron el trato acordando
que Dido ocuparia sélo aquel trozo de tierra que pudiera abarcar con la piel de un buey. Dido
se aprovechd de la situacién. En primer lugar, interpreto la palabra abarcar en su sentido mas am-
plio. A continuacién hizo que su gente cortara la piel en tiras muy finas y las at6, formando una
cuerda cerrada de gran longitud. Finalmente, extendi6 la cuerda sobre el suelo formando una cir-
cunferencia, de manera que encerrara en su interior la mayor superficie posible. De esta manera
Dido consiguié espacio suficiente sobre el que fund6 una ciudad a la que llamé Qart Hadast, que
significa Ciudad Nueva (Cartago).

10 Posteriormente a la demostracion de Weierstrass se han encontrado otras demostraciones
mas sencillas y directas como, por ejemplo, las aportadas por matematicos de la talla de Hurwitz
(1901), Minkowski (1903), Lebesgue (1906), Carathéodory y Study (1910), Blaschke (1916 y
1930), Bonnesen (1929) y otros autores. No obstante, estas demostraciones sencillas son atin com-
plicadas y requieren de una fuerte formacién matematica para comprenderlas. Resulta sorprenden-
te comprobar como un problema aparentemente tan sencillo como éste y para el que todos pode-
mos intuitivamente adivinar cudl es su solucién haya permanecido tantos siglos sin resolver y que
su solucion sea tan complicada.
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Figura 23. Dominio plano encerrado por una curva cerrada.

En concreto, para cualquier curva plana cerrada de longitud L, se cumple
que

donde A representa el area del dominio plano encerrado por ella y Ttes el ni-
mero irracional pi (1T1=3.1415926535897...). Ademas, se da la igualdad tnica-
mente cuando la curva es una circunferencia. Equivalentemente, la longitud
L del contorno de un dominio plano de area A verifica

L = 2vVrA,

dandose la igualdad precisamente cuando el dominio es un circulo. En la
tabla adjunta recogemos los distintos valores del drea encerrada por un poli-
gono regular cerrado con una longitud fija de 1 metro en funcién del nimero
de lados del poligono. Observamos cémo conforme aumenta el nimero de
lados, aumenta el area encerrada, hasta llegar al caso extremo de la circun-
ferencia (como poligono regular de infinitos lados), con area maxima.

Poligono Numero de lados Perimetro Area encerrada
Cuadrado 4 1m 0.0625 m?
Hexagono 6 1m 0.0721688 m?
Octégono 8 1m 0.0754442 m?
Dodecédgono 12 1m 0.0777511 m?
Isodecdgono 20 1m 0.0789219 m?
Circunferencia © 1m 0.0795775 m?
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Andlogamente, en la tabla siguiente se muestra el proceso inverso. En ella
recogemos los distintos valores del perimetro de un poligono regular cerrado
que encierra un area fija de 1 metro cuadrado en funcién del nimero de
lados. Observamos ahora como conforme aumenta el nimero de lados, dismi-
nuye la longitud del perimetro, hasta llegar al caso extremo de la circunferen-
cia, con longitud minima.

Poligono Nidmero de lados  Area encerrada Perimetro
Cuadrado 4 1 m? 4m
Hexdgono 6 1m? 3.72242 m
Octbégono 8 1m? 3.64072 m
Dodecédgono 12 1m? 3.5863 m
Isodecagono 20 1m? 3.5596 m
Circunferencia 0 1 m? 3.54491 m

La propiedad isoperimétrica de la circunferencia tiene muchas y muy in-
teresantes consecuencias fisicas. Asi, por ejemplo, es la justificacién matema-
tica de por qué las gotas de aceite que observamos flotando en el agua son
circulares, ya que las fuerzas moleculares del aceite generan un figura de pe-
rimetro minimo, para minimizar la energia. Otra consecuencia interesante
tiene que ver con el sonido musical producido por la membrana de un tam-
bor. En efecto, la frecuencia principal de la membrana depende inversamen-
te de su area: al aumentar el area de la membrana, disminuye la frecuencia
principal. Una vez fijada el area, seria interesante saber qué forma debe tener
la membrana para que la frecuencia principal sea la mas baja. En 1877, Sir
Lord Rayleigh (1842-1919) comprobé experimentalmente que la forma 6ép-
tima era la circular, en el sentido de que las membranas circulares minimizan
la frecuencia principal de entre todas las membranas de la misma area. La
justificacién matematica de que en efecto esto es asi se obtuvo casi 50 afios
después, gracias al trabajo de los matematicos Georg Faber (1877-1966) y
Edgar Krahn (1894-1961), y depende esencialmente de la propiedad isoperi-
métrica de la circunferencia.
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—7-
EL TEOREMA DE ALEKSANDROYV, LA CONJETURA
DE HOPF Y LOS TOROS DE WENTE

Estamos ya en condiciones de enfrentarnos de nuevo al enunciado del
teorema de Aleksandrov, con una perspectiva diferente a la que teniamos al
principio de estas notas.

Teorema (Aleksandrov, 1958) Las inicas superficies cerradas y embebidas

de curvatura media constante en el espacio euclideo son las esferas.

Observamos, no obstante, que todavia quedan algunos términos oscuros
que necesitan de alguna explicacién. Como todo resultado matematico, el te-
orema de Aleksandrov tiene unas hipodtesis de partida a partir de las cuales
se pretende llegar a una conclusién o tesis. La tesis del teorema esté clara: la
superficie debe ser una esfera. En cuanto a las hipétesis, tenemos que dis-
tinguir entre dos tipos. Por una parte, hay una hipétesis de caracter geomé-
trico que hemos estado analizando en profundidad: curvatura media cons-
tante. Pero aparecen también otras dos hipétesis que no hemos tratado atn:
superficie cerrada y superficie embebida.

Estas dos hip6tesis son de naturaleza topoldgica. De una manera impre-
cisa e informal, podriamos decir que la topologia es la geometria mas primi-
tiva, en el sentido de que desde el punto de vista topolégico no existen dis-
tancias, ni angulos, ni areas, ni medidas, sino sélo formas. Dos objetos son
topolégicamente equivalentes (es decir, tienen la misma forma topolégica) si
se pueden deformar el uno en el otro, como si fueran hechos de plastilina,
sin cortarlos ni romperlos. Asi, por ejemplo, desde el punto de vista topoldgi-
co no podemos diferenciar un balén de fiitbol de un balén de un rugby, ya que
achatando convenientemente un balén de fitbol hecho de plastilina, obte-
nemos uno de rugby.
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Que una superficie sea cerrada quiere decir simplemente que sea compac-
ta, es decir que no se vaya al infinito, y que no tenga fronteras. Un plano (in-
finito) seria un ejemplo de una superficie que no es cerrada en este sentido, ya
que no es compacta sino que se va al infinito. Igualmente, un disco plano de
radio » (con borde) seria un ejemplo de una superficie compacta que no es ce-
rrada, ya que tiene una frontera, su borde, la circunferencia de radio 7. Por con-
tra, la esfera, el elipsoide y el toro son ejemplos de superficies cerradas.

En cuanto a la segunda de nuestras hipotesis topoldgicas, superficie em-
bebida, se refiere a que las superficies que estamos considerando (y las que
hemos estado estudiando a lo largo de todas estas notas) son superficies que
no se cortan a si mismas, es decir, superficies sin autointersecciones. El
concepto de superficie embebida es algo mas complicado de explicar, porque
las superficies que habitualmente vemos o nos imaginamos son todas ellas
embebidas. Sin embargo, tiene sentido considerar superficies que no son em-
bebidas, sino que se retuercen sobre sf mismas y se cortan a lo largo de aris-
tas curvilineas. Este otro tipo de superficies es lo que llamamos superficies
mmersas (Figura 24) y son mas complicadas de tratar.

Figura 24. Superficie inmersa.

Por lo tanto, lo que el teorema de Aleksandrov afirma es que una superfi-
cie (embebida, es decir, lo que habitualmente entenderiamos por superficie)
que no se vaya al infinito y no tenga fronteras, y que tenga la misma curvatu-
ra media en todos sus puntos debe ser necesariamente una esfera. En conse-
cuencia, las pompas de jabén son necesariamente redondas.

No obstante, sabemos que existen otros tipos de superficies, las que hemos
llamado superficies inmersas, a las cuales permitimos retorcerse sobre si mis-
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mas y cortarse. Resulta entonces natural preguntarse si el resultado se man-
tendra cierto para este tipo mas general de superficie. Este tipo de preguntas
es el que los matematicos nos hacemos habitualmente. Una vez que conoce-
mos un resultado, nos preguntamos hasta qué punto las hipétesis de partida
son las hipétesis 6ptimas. Esto es importante, porque puede ocurrir a veces
que estemos considerando hipétesis innecesarias o superfluas, o también que
el resultado pueda seguir siendo cierto bajo hipétesis mas débiles.

En este sentido, durante mucho tiempo se pensé que el teorema de Alek-
sandrov deberia ser cierto también para superficies cerradas (es decir, com-
pactas y sin borde) e inmersas con curvatura media constante. De hecho, en
1951, es decir, 7 afios antes de que Aleksandrov demostrara su teorema, el
matematico aleman Heinz Hopf (1894-1971) ya habia probado esto para el
caso de superficies cerradas e inmersas con la topologia més sencilla, esto es,
con la topologia de una esfera (superficies sin agujeros). Por esa razén, des-
pués de que Aleksandrov demostrara su resultado para superficies embebi-
das (con o sin agujeros), se acentuo la creencia de que deberia ser igualmen-
te cierto para superficies inmersas con agujeros. Dicho de otra manera, se
pensé que la hip6tesis de que la superficie fuera embebida era una hipotesis
superflua, que podria reemplazarse por la hipétesis mas débil de que fuera
simplemente inmersa. Este interrogante pasé a la literatura como la conje-
tura de Hopf y durante muchos afnos se mantuvo como un problema sin re-
solver, lo que se conoce como un problema abierto, a pesar de los esfuerzos
de muchos matematicos por resolverlo. Finalmente, en 1986 el matematico
estadounidense Henry Wente, sorprendentemente y en contra del consenso
general, dio una respuesta negativa a esta cuestion, al descubrir los primeros
ejemplos de superficies cerradas con un agujero (toros) que son inmersas
con curvatura media constante y que, evidentemente, no son esferas: los fa-
mosos toros de Wente. Después de 35 anos resulta que... jla conjetura de
Hopf es falsa! Posteriormente, basandose en el trabajo de Wente, otros inves-
tigadores han descubierto ejemplos mas complicados de superficies cerradas
inmersas con curvatura media constante que no son esferas, con un nimero
arbitrario de agujeros, lo que llamamos superficies de género mayor':.

11 El lector interesado puede consultar la galeria de superficies de curvatura media constante
del Center for Geometry, Analysis, Numerics and Graphics de la Universidad de Massachusetts,
http://www.gang.umass.edu/gallery/cmc/, asi como la galeria de toros de curvatura media constante
de Matthias Heil, en la Universidad Técnica de Berlin, http://www-sfb288.math.tu-berlin.de/~matt/.
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No obstante, por suerte para los matemaéticos, en relacién al teorema de
Aleksandrov, aiin quedan muchas preguntas por responder: ;Qué ocurre si
consideramos superficies con borde? (superficies tipo casquete esférico) ;Y
en el caso de superficies que se vayan al infinito? (superficies no compactas)
;Y si trabajamos en otros espacios ambiente mas complicados? Muchas de
estas preguntas tienen interés por su relacién con diversos problemas de la
Fisica, la forma del Universo, etc. Otras simplemente tienen interés por su
propia belleza matematica. Lo importante es que los matematicos seguimos
investigando con la ilusién de comprender cada vez mejor el mundo que nos
rodea y con la esperanza de que nuestro trabajo perdure y contribuya
al avance de la ciencia, porque, como ya dijo el genial Galileo Galilei, “las
Matematicas son el lenguaje en el que estd escrito el gran libro de la
Naturaleza”.
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cito textualmente) “estimular y reconocer el esfuerzo de los jovenes in-
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po a la generacion de una mds amplia cultura cientifica y tecnoldgica
entre la sociedad murciana”. En una sociedad como la nuestra, en la que
se fomenta el éxito facil y rapido, iniciativas como ésta, a las que por desgra-
cia no estamos demasiado acostumbrados los cientificos e investigadores, son
dignas de todo elogio. Gracias.
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Y agradecimiento también a todas las personas e instituciones que han im-
pulsado y apoyado mi candidatura al premio. En especial, a todos mis com-
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especialmente a mi Decano y a los Directores de Departamento; al Vicerrec-
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Recerca Matematica de Barcelona; a la Academia de Ciencias de la Region
de Murcia; y a todas aquellas personas e instituciones que de una u otra ma-
nera han hecho posible la concesién de este premio. Gracias.

No seria justo por mi parte cerrar este capitulo de agradecimientos sin
hacer una mencion expresa a mis maestros, que me llevaron de la mano y su-
pieron guiarme en mis primeros pasos por este dificil mundo de la investiga-
cion matematica. Ellos fueron quienes me introdujeron en esta apasionante
aventura y, en gran medida, ellos son los culpables de que hoy estemos aqui:
los doctores Angel Ferrandez y Pascual Lucas, de la Universidad de Murcia,
los doctores Alfonso Romero y Miguel Sanchez, de la Universidad de Grana-
da, y el doctor Bennett Palmer, entonces en la Universidad de Durham, en el
Reino Unido, y ahora en la Universidad del Estado de Idaho, en Estados Uni-
dos. Gracias.

Como he dicho al comienzo de mis palabras, me siento enormemente or-
gulloso del premio recibido. Y me siento orgulloso, especialmente, como ma-
tematico. Los matemaéticos no estamos acostumbrados a estos reconocimien-
tos, ni siquiera dentro de la propia comunidad cientifica. Las Matemaéticas son
dificiles, es verdad. Las Matematicas son aridas, es verdad. Las Matemaéticas
son complicadas, es verdad. Pero las Matematicas también son bellas y pue-
den ser entretenidas, y nosotros, como matematicos tenemos la obligacion
que la sociedad sea consciente de ello. Porque la sociedad necesita de las
Matematicas.

Para terminar, me gustaria dedicar este premio a mi familia. Por una parte
a mis padres, ambos profesores de la Universidad de Murcia, que desde pe-
quefio me ensefiaron a amar y a vivir el espiritu universitario. Siempre recor-
daré las palabras de aliento de mi padre, en el verano de 1993, cuando yo me
encontraba plenamente inmerso en la redaccién de mi tesis doctoral. Yo tini-
camente querfa que mi tesis fuera la mejor. “Mira Luis”, me dijo mi padre,
“si Dios quiere, solo espero que tu tesis sea el peor trabajo de tnvestiga-
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cion que hagas, porque eso significard que has sabido progresar y avan-
zar en el mundo de la investigacion”. Hoy, por desgracia, él no puede estar
en esta ceremonia, pero me consta que esta orgulloso de su hijo. Y por otra
parte a mi mujer, Carmela, y a mis nifias, Carmelilla, Esperanza y Aurora. Vo-
sotras sois la sufridoras de mi pasién por las Matematicas. Gracias por com-
prenderme y apoyarme.

Muchas gracias a todos los asistentes.
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