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_ ]_ _
PROLOGO

Todos hemos jugueteado alguna vez en nuestra vida con objetos
sumergidos en agua con jabdn, y hemos contemplado con curiosidad las
membranas jabonosas que se forman al sacar dicho objeto de la mezcla.
Mi intencioén en esta conferencia es explicar qué matematicas se ocultan
tras estas peliculas de jabén.

Figura 1.1: Una pelicula de jabdn apoyada sobre un alambre. © E. Paolini.

Cuando sumergimos un alambre en agua con jabdn, la membrana
jabonosa que se forma tiende a minimizar la tensién superficial para
alcanzar una posicion estable de equilibrio. Y el modo que la membrana
usa para aliviar dicha tensiéon es el de minimizar su area todo lo posible,
de modo que el borde de la membrana siga siendo nuestro alambre inicial.
Asi, de repente, la descripcién de nuestra bonita membrana jabonosa se
ha convertido en una pregunta con elementos tales como area, borde o
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minimo. Es decir, se ha convertido en un problema matematico, y méas
concretamente en un problema de geometria.

Las superficies que tienen la propiedad de minimizar el darea, al menos
cuando el borde es lo suficientemente pequeiio, reciben el nombre de
superficies minimas. La investigacién de la geometria de las superficies
minimas es una rama importante de las matematicas, con 250 anos de
antigiiedad pero aun con problemas importantes por resolver.

Mi intencién en esta conferencia es explicar algunos de los aspectos
mas relevantes de dicha teorfa desde una perspectiva lo mas divulgativa
posible. Asi, nuestro recorrido ir4 desde preguntas muy generales tales
como gen qué consiste la investigacion matemdtica y qué aporta a la
ciencia?, o bien jqué aplicaciones prdcticas puede tener el conocer la
forma de una pelicula de jabon?, hasta la descripcién de algunos de los
teoremas mas importantes de la teoria, y terminando con algunas de
nucstras investigacionces cn cste campo.

En su famoso libro Historia del Tiempo, Stephen Hawking planteaba
que por cada férmula que se incluya en un texto, el niumero de lectores
descenderd a la mitad. Esto es sin duda un enorme problema cuando uno
intenta escribir sobre matemadticas, donde hay férmulas ocultas tras ca-
da esquina. En cualquier caso, la afirmacién de Hawking me ha llevado a
intentar escribir matemadticas de modo distinto a como los mateméaticos
solemos: muy pocas férmulas, muchos conceptos intuitivos aunque al-
go faltos de rigor, y muchos dibujos!. Porque una de las partes més
atractivas de la teoria que vamos a ver es que uno puede dibujar las
superficies e intuir geométricamente los resultados. Ademads, las superfi-
cies que aparecen suelen ser de gran belleza, algo natural tratandose de
modelos para objetos tan cautivadores como las peliculas de jabdn.

Maés alla de los resultados y conceptos expuestos, mi objetivo es ex-
plicar a personas de otros ambitos qué hace un matematico y por qué lo
hace, dejando entrever para ello cémo un teorema puede ser elegante, o
como una teoria puede ser bella. Y es que esta belleza interna es la que
mueve al investigador matemadtico a enfrentarse a diario con sus propias
limitaciones intelectuales, profundizando méds y maés hasta comprender
v asi poder descubrir.

! Quiero agradecer a Matthias Weber (www.indiana.edu/~minimal/toc.html), a
Emanuele Paolini (www.math.unifi.it/~paolini}, a Isabel Ferndndez y a Paul Nylander
(www.bugman123.com) por darme permiso para usar algunas de sus figuras.
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-2 —

LA UTILIDAD DE LA INVESTIGACION
MATEMATICA

La investigacién en matematicas es una de las actividades cientificas
mas desconocidas para el publico general. Mucha gente sabe en qué con-
siste y qué papel desempeia la investigacion en medicina, biologia o
ingenieria, pero se sorprende al escuchar el término investigacion en
matemdaticas. Es por ello que, antes de hablar de mi ambito concreto de
investigacion, me ha parecido adecuado abordar preguntas tales como
sde qué va la investigacion matemdatica? o jqué aporta dicha investi-
gacion al desarrollo cientifico?"

.De qué va la investigacién matematica?

La visién que mucha gente tiene de la investigacién matematica es
la de un senor delante de una pizarra escribiendo férmulas que nadie
entiende. Desde luego, los matematicos escriben con frecuencia férmulas
complejas en una pizarra, pero la investigacion en mateméticas va de
hecho mucho mas all4.

Las matematicas trabajan mediante una abstraccion de la realidad.
i Qué significa esto? Primero, empiezan con un problema muy ligado a
nuestro entorno real y se centran en unas pocas caracteristicas suyas
desechando las demds. A continuacion, estudian y desarrollan dicho
problema simplificado. En ese momento ocurren dos cosas. Por un lado,
conforme avanza la teoria matematica, su ligadura con el mundo real es

L Por supuesto, lo que aqui escribo es mi visién personal sobre el tema. Algunas
excelentes explicaciones de estos aspectos por mateméticos de fama mundial como
Tim Gowers o Serge Lang pueden consultarse en la bibliograffa.
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cada vez mas débil. Como contrapartida, esta teoria se vuelve mucho
mas flexible, y los resultados obtenidos son susceptibles de ser aplica-
dos a problemas de nuestro entorno real muy distintos del problema
planteado originalmente.

Pongamos un ejemplo. En casi cualquier rama de la ciencia es nece-
sario entender en algin momento cudndo una cierta magnitud se hace
lo mayor posible, o 1o menor posible. Este problema, convenientemente
matematizado, lleva a la nocién de méximo y minimo de una funcién
de una variable real. A partir de ahi es posible desarrollar una teoria
matemadtica, en este caso, el cédmo encontrar los maximos y los minimos
locales de una funcién derivable. Este problema es estdndar en los estu-
dios de secundaria (se calculan los puntos donde la primera derivada se
anula, para luego analizar el signo de la segunda derivada o superiores
en dichos puntos). Si bien los resultados que se obtienen son abstractos,
su rango de aplicacién es increfblemente amplio: basicamente, cualquier
disciplina cientifica que precise considerar méximos o minimos de mag-
nitudes puede beneficiarse de ella.

Los beneficios de la abstraccion matematica

Un efecto que trae consigo toda esta abstraccion es que muchas ve-
ces la motivacién original de la teorfa desaparece casi totalmente. Dicho
de otro modo: los mateméticos que trabajan en ella dejan de preocu-
parse por las posibles aplicaciones que su investigacién pueda tener, y
sélo se preocupan de seguir desarrollando esta teoria abstracta ideal. Es-
to recuerda la imagen anteriormente comentada del hombre escribien-
do férmulas en la pizarra. No obstante, este modo de progresar en el
conocimiento resulta de enorme utilidad a la ciencia como conjunto. Es-
to se debe a varias razones, de las que me gustaria destacar dos?.

(A) Necesidad de modelos mas sofisticados. Conforme una dis-
ciplina cientifica va avanzando en el conocimiento, va necesitando a su
vez de modelos matematicos més desarrollados. Esto podemos verlo en
ramas como fisica, quimica, biologia, economia, ingenieria, medicina o

2 Otra razén que podriamos sciialar cs que la investigacién matemética cs muy
barata, pues no requiere laboratorios ni equipos sofisticados. Cada vez que mi suegra
Carmen escucha esto me imagina en su terraza, haciendo cuentas con un cuaderno,
un boligrafo y un café.
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psicologia, entre otras. En otras palabras: la realidad es tan compleja que
segin vamos entendiéndola poco a poco, las matematicas necesarias para
concretar dicho entendimiento son cada vez més elaboradas. Esto hace
necesario en muchos casos disponer de unas matemaéticas ya creadas de
antemano. En cierto sentido, los matematicos construyen railes por los
que no saben si pasaran trenes o no, pero que han de estar construidos
para que el tren que eventualmente pase por alli no se detenga.

(B) Universalidad de los patrones estéticos matematicos. Los
matematicos desarrollan su investigacidén de acuerdo con ciertos patrones
estéticos, tales como la simplicidad en el enunciado de los resultados, o
la elegancia y profundidad en los argumentos. Por ejemplo, son deseables
los resultados que resuelven problemas matematicos naturales, y lo ha-
cen desvelando propiedades hasta entonces desconocidas de los objetos
matemadticos utilizados. Curiosamente (o quizds no tanto), este modo de
proceder preserva la utilidad de la matemética para otras ramas cientifi-
cas, pues las explicaciones que otros cientificos buscan en disciplinas
aplicadas siguen patrones parecidos.

Por ejemplo, supongamos que un investigador de una rama aplica-
da descubre que el fenémeno que estéd estudiando requiere la utilizacién
de matematicas mas avanzadas que las disciplinas clasicas, v deduce
qué propiedades aproximadas deberfa tener dicho modelo. En gene-
ral, lo que ocurrird es que dichas propiedades complicardn el modelo,
quitdndole simetria o imponiendo condiciones adicionales, pero consti-
tuirdn restricciones naturales desde un cierto punto de vista. Si esto
sucede, es muy probable que los matemaéticos tedricos hayan estudiado
desde una perspectiva abstracta ese mismo modelo, el cual habra surgi-
do como una generalizacién natural de una teoria matematica existente
anteriormente.

La investigacién matematica y el desarrollo cientifico

FEn resumen, la mayorfa de las ramas cientificas precisan herramien-
tas matematicas cada vez mas sofisticadas conforme van desarrolldndose.
Hay veces que éstas han de crearse ez profeso llegado el momento, pero
otras muchas veces las matematicas necesarias ya existian de modo abs-
tracto. Ciertamente, el que dichas matemadticas existan de antemano
es muy beneficioso para la linea de investigacién en cuestién, pues le
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permite seguir desarrolldndose de manera natural. Por otro lado, al no
guiarse la matemética abstracta por sus posibles aplicaciones inmedia-
tas, podria correr el riesgo de no estar creando las matematicas requeri-
das por otras ramas cientificas. No obstante, los matematicos desarrollan
su investigacién siguiendo criterios estéticos y patrones que, histérica-
mente, permiten su aplicacién al desarrollo de disciplinas cientificas mas
aplicadas.

Finalmente, parece a priori imposible determinar cudles son las ra-
mas matematicas abstractas que tendran un impacto determinante en
el desarrollo de la ciencia y cuéles no?.

Por contra, la cxpericencia nos indica que cuando un resultado mate-
matico resulta util para la ciencia, éste generalmente ha sido en primer
lugar un resultado importante en el ambito matematico.

3 Por ejemplo, una rama matemética tan abstracta y cldsica como la teoria de
numeros ha revolucionado el mundo de las transacciones comerciales por internet.
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-3 -
SUPERFICIES QUE MINIMIZAN EL AREA

3.1. ;Qué es una superficie?

Empecemos por explicar la nocién de superficie, desde dos perspec-
tivas distintas, para acto seguido proponer algunos ejemplos.

Definicion intuitiva: una superficie es un objeto bidimensional que
estd curvado de modo suave en el espacio (como una hoja de papel, o
una membrana). Aqui, suave significa sin picos, ni aristas, ni discon-
tinuidades, ni autointersecciones.

Definicién algo mas formal: una superficie es simplemente un
subconjunto del espacio tridimensional R? tal que, localmente alrededor
de cada punto, se puede ver como la gréfica de una funcion diferenciable
de dos variables.

Figura 3.1: Las superficies maés sencillas: planos, esferas y cilindros.

Por ejemplo, si cogemos una hoja de papel y la doblamos de modo
suave, sin producir dobleces, obtenemos una superficie. Podemos ver
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asi que la figura resultante es una porcién de plano curvada en el espacio.
En este sentido, y ya que el plano tiene dos dimensiones (ancho y largo),
podemos decir que la figura obtenida es también bidimensional. Asi,
ejemplos sencillos de superficies son los planos y los cilindros.

Figura 3.2: Algunos ejemplos sencillos de superficies.

Otros ejemplos sencillos de superficies son las esferas, esto es, el con-
junto de puntos del espacio que estan a distancia constante positiva R de
un punto dado. Otro ejemplo podria ser la corteza de un melén, o la de
un donut. En la Figura 3.2 podemos ver algunos ejemplos de superficies
en el espacio tridimensional usual, al cual denotaremos como R3.

FEn general, podemos pensar en una superficie como una membrana
elastica curvada en el espacio, de modo que al curvarse no se forman ni
singularidades (picos, aristas, discontinuidades) ni autointersecciones.
Es conveniente observar que la naturaleza geométrica de una superficie
puede ser muy complicada, esto es, no todas las superficies son objetos
parecidos a planos, cilindros o esferas. En la Figura 3.3 podemos ver
algunos ejemplos més complejos de superficies, los cuales desde un punto

16
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Figura 3.3: Algunos ejemplos de superficies con geometrias algo més com-
plicadas. (© M. Weber.

de vista matematico siguen siendo superficies razonablemente sencillas
y simétricas.

Vamos a dar algunos ejemplos de objetos que no son superficies segun
nuestra definicién. El cubo no es superficie, por tener vértices y aristas.
Del mismo modo, el cono o el tetraedro no son superficies. En la Figura
3.4 podemos ver algunos otros ejemplos de objetos que no son superficies,
pues poseen singularidades o autointersecciones.

Antes de profundizar mads, conviene hacer una aclaracién. En reali-
dad, estamos siendo imprecisos con la cuestién de si una superficie tiene
borde o no lo tiene. Por ejemplo, cuando hablamos de un cilindro, ;nos
estamos refiriendo a un cilindro infinito, o s6lo a una porcién finita del
cilindro, limitada por dos circunferencias? La realidad es que, para nues-
tros propositos, nos basta con decir que en caso de que exista borde,
dicho borde no seria parte de la superficie propiamente. Es decir, en el
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Figura 3.4: Algunos ejemplos de objetos que no son superficies. Los dos
de abajo tienen autointersecciones ((€) M. Weber), mientras que los dos de
arriba poseen singularidades (vértices o aristas). La figura superior izquierda
cs por 1. Fernandez.

caso del cilindro finito, estariamos considerando todo el cilindro menos
las circunferencias inferior y superior.

Realizamos esta aclaracién porque en la primera parte de esta con-
ferencia es mejor imaginar una superficie que posee borde, mientras que
en la segunda parte hablaremos de superficies que se extienden de modo
infinito en el espacio, y que no poseen ningun tipo de borde. Ademss,
como todas las figuras que acompanan al texto son por necesidad finitas,
esta ambigiiedad podria confundir bastante!.

Graficas

Un tipo especial de superficies estd dado por las graficas. El que una
superficie sea una grdfica es algo facil de ver geométricamente (véase
la Figura 3.9). Significa que existe una direccién del espacio tal que

! Siempre recuerdo que un dfa, tras explicar en clase que una superficie se dice
acotada si estd en una regién finita del espacio, dibujé un plano en la pizarra y
pregunté a los alumnos: ;el plano es acotado? Todos dijeron a coro ”Si”. Por supuesto,
tenian razén: el plano que acababa de dibujar sin duda era acotado.
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toda recta que tenga esa direccidén interseca como mucho una vez a
nuestra superficie, y lo hace ademas de modo transversal. Por ejemplo, el
hemisferio superior de una esfera es una gréfica (pues toda recta vertical
la corta en un punto, como mucho), mientras que una esfera completa
no es una grafica, pues en cualquier direccién que cojamos hay rectas
que la cortan exactamente en dos puntos. En la Figura 3.5 podemos ver
otras superficies que no son graficas.

Figura 3.5: Ninguna dc estas superficies cs una gréafica: en toda direccién
existen rectas que las cortan en més de un punto.

Asi, toda gréfica tiene una sombra, que es su proyeccién sobre el
plano perpendicular a la direccién considerada (véase la Figura 3.9).
Por ejemplo, la sombra del hemisferio superior de una esfera de radio R
es un circulo de radio R en el plano horizontal.

Desde una perspectiva mas formal, y salvo giros en el espacio, una
grafica es un subconjunto del espacio R? que estd definido por una
ecuacién del tipo

z = u(z,y)

donde u(z,y) es una funcién diferenciable definida en una regién del
plano. Aqui, u nos da la altura sobre el plano, y (z,y) el punto de la
sombra en el plano.

19
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El area de una superficie

Como objeto bidimensional que es, una superficie tiene un drea. Si
bien la nocién de drea es bastante mas compleja de lo que uno se imagina
a simple vista, para nuestros propositos nos bastard con decir que el drea
mide la extensién de la superficie. Intuitivamente, uno puede pensar en
el area como la cantidad minima de pintura necesaria para cubrirla por
completo (fijada una unidad de medida adecuada).

Por ejemplo, un circulo de radio R tiene por drea wR%. Del mismo
modo, una esfera de radio R tiene por drea 47 R?. Un plano o un cilindro
(infinito) tiene area infinita. En el caso de una superficie general tam-
bién existen férmulas, aunque no tan explicitas y bonitas como las que
acabamos de poner aqui, con las que es posible calcular su drea. Més
importante todavia, dichas férmulas nos permiten estudiar desde una
perspectiva general propiedades del drea de las superficies. La siguiente
seccion es un ejemplo de este estudio.

Figura 3.6: Una curva cerrada en el espacio. © E. Paolini.

Curvas cerradas

Una curva cerrada en el espacio es un objeto unidimensional curvado
en R? de modo suave, y tal que su extremo inicial y su extremo final
coinciden. Por ejemplo, podemos pensar en una circunferencia hecha de
alambre, y moldearla a nuestro antojo sin forzarla y romperla.

Es interesante que, dada un curva cerrada en el espacio, podemos
considerarla como el borde de una superficie. Por ejemplo, si empezamos
con una circunferencia, podemos considerar media esfera cuyo borde
sea esta circunferencia. También podriamos considerar el disco plano
que delimita dicha circunferencia, y asi con una variedad enorme de

20
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superficies. Esta serd, de hecho, la utilizacién que haremos de la nocién
de curva cerrada en el espacio.

Figura 3.7: Una curva cerrada en el espacio, y una superficie cuyo borde es
dicha curva. © E. Paolini.

3.2. Nuestro primer problema

Una vez llegados aqui, tenemos todos los elementos necesarios para
plantear nuestro primer problema.

Problema. De entre todas las superficies cuyo borde es una curva
cerrada dada, ;cudl de ellas tiene el menor drea?

En referencia a este problema, el prestigioso gedmetra de origen mur-
ciano Antonio Ros escribié una vez: Casi todos nosotros aprendimos de
estudiantes que en la férmula ™ + 1 = 0 aparecen mdgicamente con-
centrados los nidmeros y las operaciones bdsicas de las matemdticas. De
la misma forma, este problema reiune en una sola cuestion varias de
las tdeas fundamentales de la geometria: curva, superficie, borde y drea.
Todo en su enunciado es a un tiempo intuitivamente claro y concep-
tualmente profundo. Detrds de cada palabra hay una teoria matemdtica
completa.

El problema que acabamos de plantear tiene una larga historia detrés:
fue enunciado por primera vez por Lagrange en 1760, es decir, hace exac-
tamente 250 anos. Mdas concretamente, Lagrange planteé este problema,
como un ejemplo de aplicaciéon de una teoria que estaba desarrollando: el
método variacional, el cual perseguia encontrar la solucién a problemas
de minimos cuando el espacio de posibles soluciones tiene, en principio,
dimensién infinita. El problema de minimo que acabamos de plantear
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desde una perspectiva geométrica tiene esa caracteristica: la dimensién
del espacio de superficies que se apoyan sobre una curva cerrada dada
es infinita (de hecho muy infinita en un sentido matemdtico adecuado).
Vamos a explicar algo sobre este método.

Figura 3.8: Una superficie que se apoya sobre una curva dada. j Hay alguna
con el mismo borde y menor drea? © M. Weber.

3.3. Una solucién de pelicula

Como comentamos en la introduccion, el problema de encontrar los
méximos y minimos de una funcién de una variable f(zx) es bien conoci-
do, y se estudia en secundaria. El primer paso para resolverlo es calcular
la primera derivada de la funcién, y encontrar los puntos donde dicha
primera derivada se anula. Es decir, resolver la ecuacién f'(z) = 0,
suponiendo claro estd que f es derivable.

En nuestro problema, la magnitud que queremos minimizar es el area
de la superficie; es decir, la funcion f denotarfa el drea, y & denotaria la
superficie en cuestién. Ahora bien, mientras que en el caso estudiado en
secundaria z se mueve entre los nimeros reales (dimensién 1), aqui x se
mueve entre todas las superficies posibles del mismo borde (dimensién
infinita). ;Qué podemos hacer entonces? La idea es empezar con una
superficie xg, y tomar una deformacion regular suya x:, es decir, para
cada instante ¢ consideramos una superficie z; con el mismo borde que
la superficie inicial zg. Es decir, estamos haciendo una pelicula conti-
nua, donde el primer fotograma es nuestra superficie original, y el resto
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